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Struture de groupe

Introduite expliitement au début du ���
� sièle, la notion de groupe

apparaît dans les travaux d'Evariste Galois sur la résolution des équations
polyn�miales. Peu après, des groupes sont mis en évidene en géométrie, ave
les groupes de symétrie de polygones et polyèdres réguliers notamment.
De nos jours, la notion de groupe se retrouve assoié à des onepts divers
omme par exemple en géométrie di�érentielle (groupes de Lie) ou en topo-
logie algébrique (groupes d'homologie).
Nous aorderons dans e doument une plae partiulière à l'analyse de la
struture des groupes �nis.

��� ������ �� ������

��������� �� G est un ensemble muni d'une loi de omposition interne
dé�nie par (x; y) −→ x.y
On dit que la loi . dé�nit une struture de groupe, ou que G est un groupe
relativement à ette loi si les 3 axiomes suivants sont véri�és :
1. La loi . est assoiative.
2. Il existe dans (G, .) un élément neutre noté e.
3. Tout élément de (G, .) est symétrisable.

�������� ��

a) L'élément neutre e est unique.
b) Tout élément possède un symétrique unique.

��������� ��

G est dit abélien ou ommutatif si pour tout x, y ∈ G, x.y = y.x
G est dit �ni s'il n'a qu'un nombre �ni d'élément.
Dans e as, le ardinal de G s'appelle l'ordre du groupe, noté o(G)

�������� ��

a) pour tout n,m ∈ N et x ∈ G, xnxm = xmxn = xn+m (notation multipli-
ative).
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b) Attention, en général (xy)n 6= xnyn, et on a : (xy)−1 = y−1x−1

) Dans G tout élément est simpli�able à gauhe et à droite :

xa = ya ⇒ x = y

En partiulier, ela montre que le symétrique est unique.

��� ��������

1. (Z,+) est un groupe abélien.

2. Z/nZ l'ensemble quotient des lasses d'entiers modulo n est un groupe
�ni abélien.

3. Si E = {1; 2; ...;n}, l'ensemble Sn des permutations de E, muni de la
omposition des appliations, est un groupe �ni, d'ordre n! , appelé
groupe symétrique.
Pour n ≥ 3, Sn est non abélien.

e =

�

1 2 3
1 2 3

�

, σ1 =

�

1 2 3
2 3 1

�

,σ2 =

�

1 2 3
3 1 2

�

τ1 =

�

1 2 3
1 3 2

�

, τ2 =

�

1 2 3
3 2 1

�

, τ3 =

�

1 2 3
2 1 3

�

σ1 ◦ τ3 =

�

1 2 3
3 2 1

�

= τ2

τ3 ◦ σ1 = τ1

4.

Q8 =

��

1 0
0 1

�

;

�

−1 0
0 −1

�

;

�

0 1
−1 0

�

;

�

0 −1
1 0

�

;

�

0 i
i 0

�

;

�

0 −i
−i 0

�

;

�

−i 0
0 i

�

;

�

i 0
0 −i

��

⊂ GL2(C)

est un groupe pour la multipliation des matries, d'ordre 8.
Le groupe des quaternions est non abélien.

5. Si E est un espae vetoriel sur un orps K ,
GL(E) = {automorphismes K-linéaires de E} est un groupe pour la
omposition des appliations linéaires.

��� �����������

����� ��������� ����������

Sauf mention ontraire, G désigne toujours un groupe multipliatif d'élé-
ment neutre e .
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Une partie non vide H de G est un ����������� de G si :
1. (x; y) ∈ H ×H ⇒ xy ∈ H
2. x ∈ H ⇒ x−1 ∈ H

�������� ��

a) Les deux onditions i-dessus impliquent que e ∈ H
b) Un sous-groupe de G est dit ������ s'il est distint de G et on érira :
- H ≤ G pour exprimer que H est un sous-groupe de G, et
- H < G pour exprimer que H est un sous-groupe propre de G.

����������� ��

Soit G un groupe et {Hi}i∈I une famille de sous-groupes de G ; alors quel

que soit l'ensemble non vide I,
�
i∈I

Hi est un sous-groupe de G.

Attention, en général
�
i∈I

Hi n'est pas un sous-groupe de G.

En e�et, on véri�e, par exemple, que dans le groupe (Z,+), les ensembles

3Z = {3k; k ∈ Z} et 8Z sont des sous-groupes de Z ;

mais 11 = 3 + 8 /∈ 3Z
�

8Z.

����� ��������

1. Les groupes additifs Z,Q,R,C sont tels que Z < Q < R < C

2. Les groupes multipliatifs Q∗,R∗,C∗ sont tels que Q∗ < R∗ < C∗

3. U = {z ∈ C, |z| = 1} est un sous-groupe multipliatif de C∗.

4. Un = {z0, z1, ..., zn−1} où zk = e
2iπ

k est un sous-groupe �ni d'ordre n
de U don de C∗.

5. Si G est un groupe, l'ensemble :

Z(G) = {x ∈ G, xa = ax, pour tout a ∈ G}
est un sous-groupe de G appelé le entre de G. Il s'agit de l'ensemble

des x ∈ G qui ommutent ave tout élément de G.

On remarque que Z(G) est un sous-groupe propre de G si, et seule-

ment si G n'est pas abélien.

6. Si E est un espae vetoriel de dimension n ≥ 2, GL(E) = GLn(K)
est un sous-groupe non abélien de (Mn(K),×).

7. L'ensemble des similitudes de R2 est un sous-groupe de GL2(R).

8. L'ensemble des isométries d'un espae a�ne eulidien est un sous-

groupe de son groupe a�ne.
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Soient G un groupe et S une partie non vide de G. On désigne par HS l'en-
semble des sous-groupes de G ontenant S et on pose :

hSi =
\

H∈HS

H.

hSi est un sous-groupe de G appelé sous-groupe de G engendré par S.

�������� ��

a) Dans l'ensemble des sous-groupes de G ordonné par l'inlusion, hSi est le
plus petit sous-groupe de G ontenant S.
b) On peut montrer que

hSi = {x1x2...xn;n ∈ N
∗, xi ∈ S ou x−1

i ∈ S, 1 ≤ i ≤ n}

��������� �� Soient G un groupe.
1. Si S une partie non vide de G telle que hSi = G , on dit que S est une
partie génératrie de G ou enore que S engendre G.
2. Si G est engendré par un élément, 'est à dire s'il existe x ∈ G tel que
hxi = G, le groupe G est dit monogène.
3. Plus généralement, s'il existe une partie non vide et �nie S = {x1x2...xn}
de G telle que hSi = G, on dit que G est de type �ni.
Un groupe �ni est de type �ni, mais la réiproque est fausse.
4. On appellera groupe ylique tout groupe monogène �ni.

������� ��

1. Reprenons le groupe symétrique S3 = {e,σ1,σ2, τ1, τ2, τ3} .
On montre que σ1 = σ2 et σ1

3 = e, d'où :

hσ1i = {σ1,σ2, e}

D'autre part, σ1 ◦ τ3 = τ2 et τ3 ◦ σ1 = τ1, et par suite :

hσ1, τ3i = {σ1,σ2, τ1, τ2, τ3, e}

2. Z est un groupe monogène in�ni, engendré par 1 ou par -1.

��������� ��

Soit x un élément d'un groupe G quelonque.
1. Si le sous-groupe de G engendré par x est de ardinal �ni, on dit que x
est d'ordre �ni dans G, et le ardinal du sous-groupe hxi s'appelle l'ordre de
x dans G, noté o(x).
2. Si le sous-groupe de G engendré par x est de ardinale in�ni, on dit que
x est d'ordre in�ni dans G.

�
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1. L'élément neutre est le seul élément d'ordre 1 dans un groupe G.

2. Tout élément non nul dans Z est d'ordre in�ni.

3. Dans S3, les transpositions τ1, τ2 et τ3 sont d'ordre 2, et les yles

σ1 et σ2 sont d'ordre 3.

��� ��������� �� ������

����� ���������� ���������

��������� ��

Etant donnés deux groupes (G, .) et (G′, ∗), un ��������� �� ������� de

G dans G′ est une appliation f : G −→ G′ telle que, quels que soient x et y
dans G, on ait :

f(x.y) = f(x) ∗ f(y)

L'ensemble des morphismes d'un groupe G dans un groupe G′ sera noté

������ ���.
L'ensemble des morphismes d'un groupe G dans lui même sera noté ������.

����������� �� Tout f ∈ Hom(G,G′) véri�e les propriétés suivantes :

1. f(e) = e′

2. f(x−1) = f(x)−1, quel que soit x ∈ G
3. f(xn) = (f(x))n, quel que soit x ∈ G et n ∈ N

4. H ≤ G ⇒ f(H) ≤ G′

5. H ′ ≤ G′ ⇒ f−1(H ′) ≤ G, où f−1(H ′) = {x ∈ G, f(x) ∈ H ′}

���������� ��

1. f(G) est un sous-groupe de G′

2. f−1(e′) est un sous-groupe de G

��������� �� Soit f ∈ Hom(G,G′)
f(G) est appelé ����� �� f et est noté Imf f−1(e′) est appelé ����� ��

f et est noté Kerf

����������� �� Pour f ∈ Hom(G,G′), on a :

1. f surjetif ⇔ ImG = G′

2. f injetif ⇔ Kerf = {e}

�
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1. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G.

L'injetion anonique i : H −→ G

x 7−→ x
est un morphisme injetif de groupes.

2. Soit n ∈ Z
∗ .

La surjetion anonique π : Z −→ Z/nZ
x 7−→ x̄

est un morphisme surjetif de groupes.

3. Soit un entier n > 1.
L'appliation det : GLn(R) −→ R

∗

A 7−→ det(A)
est un morphisme de groupe.

Son noyau SLn(R) = {A ∈ GLn(R), det(A) = 1} est appelé groupe

spéial linéaire.

����� �������� �� ������

Dé�nition 9.

1. Une appliation f d'un groupe G dans un groupe G′ est un �����������

�� ������� si f ∈ Hom(G,G′) et s'il existe g ∈ Hom(G′, G) tel que :

g ◦ f = idG et f ◦ g = id′G

2. S'il existe un isomorphisme entre deux groupes G et G′,
on dit que G et G′ sont isomorphes, et on note : G ≃ G′.
3. Un isomorphisme d'un groupe G sur lui même est appelé un ��������

������ de G. L'ensemble des automorphismes de G est noté Aut(G).

Proposition 4.

Pour tout groupe G, Aut(G) est un sous-groupe du groupe symétrique de G
(àd du groupe des bijetions de G sur lui même).

Remarque 5.

a) On peut montrer que f isomorphisme ⇔ f ∈ Hom(G,G′) et f bijetif

b) Un isomorphisme étant une bijetion, deux groupes isomorphes sont équi-
potents (àd de même ardinal).
En partiulier, deux groupes �nis isomorphes sont de même ordre. Attention
la réiproque est fausse, omme le montre l'exemple i-dessous.

On onsidère le groupe G = Z/4Z
et le groupe G′ = {e, a, b, c, d} que l'on notera V (pour Vierergruppe).
Le groupe V est dé�ni par les égalités : a = b = c = e , ab = ba = c ,
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ac = ca = b et bc = cb = a.
Dans V , tout élément non nul est d'ordre 2 et est son propre inverse.
En revanhe dans Z/4Z, 1̄ et 3̄ sont d'ordre 4.
Un éventuel isomorphisme entre Z/4Z et V enverrait par exemple 1̄ sur un
élément de V d'ordre 4... qui n'existe pas.
On a mis en évidene l'existene de deux groupes �nis de même ordre qui ne
sont pas isomorphes. En partiulier, V n'est pas ylique, bien qu'abélien.

������� �� Exemples d'isomorphismes

1. Si E est un espae vetoriel de dimension �nie n sur un orps K,

GL(E) ≃ GLn(K)

Toute base b = {e1; e2 . . . en} de E sur K permet de dé�nir un iso-
morphisme :
Mb : GL(E) −→ GLn(K)

u 7−→ Mb(u)

où Mb(u) est la matrie de u dans la base b, 'est à dire la matrie
dont les olonnes sont formées par les omposantes, dans b, des ve-
teurs u(e1), u(e2), . . . , u(en).

2. De façon générale, si f ∈ Hom(G,G′) et f injetif, alors G ≃ Im(f) .

3. �������������� ���������� ���� ������ G :
À tout g ∈ G , on assoie l'appliation : σg : G −→ G

x 7−→ gxg−1

Toutes es appliations sont des automorphismes de G.
Mieux, en posant Int(G) = {σg; g ∈ G},
on montre que Int(G) est un sous-groupe de Aut(G).

4. À tout g ∈ G , on assoie l'appliation : τg : G −→ G
x 7−→ gx

Toutes es appliations sont des automorphismes de G.
Attention, l'ensemble T (G) = {τg; g ∈ G}, est un sous ensemble (et
même un sous-groupe) du groupe symétrique de G mais n'est est pas
un sous-groupe de Aut(G).

�������� �� Théorème de Cayley
Tout groupe est isomorphe à un sous-groupe du groupe de ses permutations.
En partiulier, tout groupe �ni d'ordre n est isomorphe à un sous-groupe du
groupe symétrique Sn. Préisons :
L'appliation : τ : G −→ T (G)

g 7−→ τg
est un isomorphisme de groupes.

�



1.5 Produit diret de groupes

Soient deux groupes G1 et G2 d'éléments unités e1 et e2.
Posons G = G1 ×G2 = {(x1;x2);x1 ∈ G1 et x2 ∈ G2}.
On véri�e failement que l'ensemble non vide Gmuni de la loi de omposition

interne dé�nie par : τ : G×G −→ G
((x1;x2), (y1; y2)) 7−→ (x1x2; y1y2)

est un groupe dont l'élément neutre est (e1; e2)
et quel que soit (x1;x2) ∈ G, (x1;x2)

−1 = (x−1
1 ;x−1

2 ).

��������� ���

Le groupe G1 ×G2 est appelé groupe produit diret des groupes G1 et G2.

On assoie au produit diret G1 ×G2 deux ouples d'appliations :
a) les projetions anoniques p1 et p2 telles que :
p1 : G1 ×G2 −→ G1

(x1;x2) 7−→ x1

et p2 : G1 ×G2 −→ G2

(x1;x2) 7−→ x2

b) les injetions anoniques q1 et q2 telles que :
q1 : G1 −→ G1 ×G2

x1 7−→ (x1; e2)
et q2 : G2 −→ G1 ×G2

x2 7−→ (e1;x2)

�������� ��

a) G1 ×G2 est abélien ⇔ G1 abélien et G2 abélien .
b) Les appliations G1 −→ G1 × {e2} = Im q1

x1 7−→ (x1; e2)
et G2 −→ {e1} ×G2 = Im q2

x2 7−→ (e1;x2)
sont des isomorphismes de groupes.
En partiulier, G1 × G2 ontient au moins un sous-groupe isomorphe à G1

et un sous-groupe isomorphe à G2.
) Si G1 et G2 sont des groupes �nis, on a :

o(G1 ×G2) = o(G1)× o(G2)

����������� �� Soient deux groupes G1 et G2.
Un groupe G est isomorphe à G1 × G2 si, et seulement s'il ontient deux
sous-groupes H1 et H2 tels que :

1. Hi ≃ Gi, pour i = 1, 2.

2. ∀h1 ∈ H1, ∀h2 ∈ H2, h1h2 = h2h1.

3. G = H1H2.

4. H1 ∩H2 = {e}, où e est l'élément neutre de G

������� �� Le groupe produit diret Z/2Z× Z/2Z est généralement appelé
le groupe de Klein.
D'après la remarque a) i-dessus, Z/2Z × Z/2Z est un groupe abélien �ni
d'ordre 4.

9



Considérons alors le Vierergruppe, V = {e, a, b, c} ave les règles de alul

que l'on rappelle : a = b = c = e et ab = ba = c, bc = cb = a, ac = ca = b.
Dans V , on pose :

H1 = {e, a} = hai et H2 = {e, b} = hbi.

On remarque que H1 ≃ H2 ≃ Z/2Z
D'autre part, ab = ba = c, d'où V = H1H2.

De plus, omme H1 ∩H2 = {e}, on a, d'après la propostion préédente :

V ≃ Z/2Z× Z/2Z.

��
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2.1 Théorème de Lagrange. Indie d'un sous groupe

2.1.1 Relation d'équivalene modulo un sous-groupe

A tout sous-groupe H d'un groupe G, on peut assoier deux relations
binaires RH et HR dé�nies dans G par :

x RH y ⇔ xy−1 ∈ H et x HR y ⇔ x−1y ∈ H

����������� �� G étant un groupe :

1. Pour tout sous-groupe H de G, les relations RH et HR sont des re-
lations d'équivalene.

2. x ≡ y (mod RH) ⇔ y ∈ Hx, où Hx = {hx;h ∈ H}
x ≡ y (mod HR) ⇔ y ∈ xH, où xH = {xh;h ∈ H}

��������� ���

1. H étant un sous-groupe d'un groupe G, les relations d'équivalene RH

et HR sont appelées relation d'équivalene à droite et à gauhe de x

modulo H .
2. Pour x ∈ G, les ensembles Hx et xH sont appelés lasses à droite et
lasses à gauhe de x modulo H.

�������� ��

1. Les lasses à droite (resp. à gauhe) modulo H étant des lasses
d'équivalene, deux lasses sont soit disjointes, soit égales.
Don, si {xi}i∈I est une famille de représentants des lasses à droite
(resp. à gauhe) modulo H, distintes, alors la famille {Hxi}i∈I forme
une partition de G :

G =
�
i∈I

Hxi et (Hxi 6= Hxj ⇔ i 6= j)

11



2. Si G est abélien, quel que soit H ≤ G, et quel que soit x ∈ G, on a
Hx = xH, don RH =H R
Dans e as, deux éléments x et y de G, équivalents modulo RH seront
dits ����������� ������ � ; on érira :
L'ensemble quotient de G par RH (= HR) sera noté G

H
et appelé

quotient de G par H.

3. Si le groupe G est non abélien, en général, les lasses à gauhe et à
droite ne oïnident pas, don RH 6=H R
On note alors les ensembles quotients G

R
H

et G

H
R

respetivement (G
H
)d

et (G
H
)g.

������� ��

1. On rappelle que le groupe S3 est engendré par :

σ1 =

�

1 2 3
2 3 1

�

et τ3 =

�

1 2 3
2 1 3

�

Pour simpli�er l'ériture, posons : σ = σ1 et τ = τ3.
On a alors S3 = {e, τ,σ,σ2, τ ◦ σ,σ ◦ τ}.
Soit H = hτi = {e, τ}. Les lasses à droite et à gauhe de S3 modulo
H sont respetivement :






H = {e, τ}
Hσ = {τ ◦ σ}
Hσ2 = {σ2, τ ◦ σ2 = σ ◦ τ}







H = {e, τ}
σH = {σ ◦ τ}
σ2H = {σ2,σ2 ◦ τ = τ ◦ σ}

τ ◦ σ 6= σ ◦ τ ⇒ Hσ 6= σH, d'où RH 6=H R

2. Soit H = nZ un sous-groupe de (Z,+)
Le groupe (Z,+) étant abélien, on a RH =H R .
L'équivalene modulo (nZ) oïnide don ave la ongruene modulo
n. Le quotient Z/nZ est don muni d'une struture de groupe, induite
par elle de Z.
En fait, il en est de même pour tout quotient d'un groupe abélien par
l'un quelonque de ses sous-groupes.

2.1.2 Théorème de Lagrange. Indie d'un sous groupe

�������� �� Théorème de Lagrange
Si G est un groupe �ni, alors l'ordre de tout sous-groupe H de G divise l'ordre
de G.

���������� ��

Si G est un groupe �ni, quel que soit x ∈ G, l'ordre de x divise l'ordre de G.

�������� ��

Pour tout sous-groupe H d'un groupe G, les ensembles (G
H
)d et (G

H
)g sont

��



équipotents.
Préisons : la orrespondane θ : (G

H
)d −→ G

H
)g

Hx 7−→ x−1H
est une bijetion.

Ce théorème légitime la dé�nition suivante :

��������� ���

Étant donné un sous-groupe H d'un groupe G, card((G
H
)d) = card((G

H
)g)

s'appelle l'indie de H dans G et se note [G : H].
Si [G : H] est �ni, on dit que H est d'indie �ni dans G.

�������� ��

a) Si G est un groupe �ni, alors pour tout sous-groupe H de G, on a :
o(G) = o(H) [G : H].
b) [G : H] peut être �ni sans que ni G ni H ne le soit.
Considérer par exemple G = Z muni de l'addition, et son sous-groupe non
nul H = nZ qui sont des groupes de ardinal in�ni.
On sait que Z/nZ est de ardinal n, don [Z : nZ] = n, bien que G et H
soient in�nis.

2.1.3 Formule des indies

�������� �� Formule des indies
Si H est un sous-groupe de G d'indie �ni, et si K est un sous-groupe de G
ontenant H, alors K est d'indie �ni dans G.
De plus on a la formule suivante :

[G : H] = [G : K] [K : H]

Cette formule s'appelle la formule des indies.

��� ��� �������� ��������������

2.2.1 Compatibilité d'une relation d'équivalene ave une loi

de omposition

L'idée est qu'on aimerait que les ensembles quotients rées à partir d'une
relation d'équivalene modulo un sous-groupe héritent de la loi de omposi-
tion du groupe de départ.
On introduit pour ela la notion suivante :

��������� ��� Soit R une relation d'équivalene dé�nie dans un ensemble
(E, .). On dit que :
1. R est ompatible à droite (resp. à gauhe) ave la loi . si, quels que
soient x, y, a ∈ E,

xRy ⇒ x.aRy.a
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(resp. xRy) ⇒ a.xRa.y

2. R est ompatible ave la loi . si, quels que soient x, x′, y, y′ ∈ E,

(xRy et x′Ry′) ⇒ x.x′Ry.y′

La proposition suivante nous rapprohe de notre but :

����������� ��

Une relation d'équivalene R dé�nie dans un ensemble (E, .) est ompatible
ave la loi si, et seulement si elle est ompatible à droite et à gauhe ave
ette loi.

2.2.2 Deux as très utiles

La proposition suivante va nous permettre de onlure.
����������� ��

Pour tout sous-groupe H d'un groupe G, la relation d'équivalene RH (resp.

HR) est ompatible à droite (resp. à gauhe) ave la loi de omposition de G.

Cas où le groupe G est abélien
Pour tout sous-groupe H de G on a vu qu'on a alors RH = HR.
Cette relation d'équivalene est, d'après les deux dernières propositions, om-
patible ave la loi de omposition de G.
Par suite, l'ensemble quotient de G par RH (= HR), noté G

H
, est muni de la

loi de omposition quotient de elle de G telle que :
quels que soient x̄ et ȳ dans G

H
:

x̄ȳ = x̄y

Cas où le sous-groupe H de G est le noyau d'un morphisme de groupes.
On onsidère deux groupes quelonques G et G′ et f ∈ Hom(G,G′).
Posons H = Kerf et onsidérons les relations RH etHR.
Dans G on a :

xRHy ⇔ xy−1 ∈ Kerf
⇔ f(xy−1) = e′, élément unité de G'
⇔ f(x)f(y)−1 = e′

⇔ f(x) = f(y)

On véri�e de même que xHRy ⇔ f(x) = f(y), d'où RH =H R.
Posons alors G

H
= (G

H
)d = G

H g
.

Plus préisément, on a dans notre as H = Kerf , don on notera notre
quotient G

Kerf
, et en s'appuyant, omme dans le as abélien, sur les proposi-

tions préédentes, on obtient ette proposition d'où déoulera le 1�� théorème
d'isomorphisme :
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����������� �� Pour tout morphisme f d'un groupe G dans un groupe G′ :
1. L'ensemble quotient G

Kerf
est un groupe par rapport à la loi de omposition

quotient, dé�nie par x̄ȳ = x̄y, quels que soient ȳ dans G
Kerf

.

2. L'appliation anonique π : G −→ G
Kerf

x 7−→ x̄
est un morphisme de groupe surjetif.

�������� �� 1�� théorème d'isomorphisme
Pour tout morphisme f d'un groupe G dans un groupe G′, on a :

G

Kerf
≃ Imf
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