2017-2018 TD1 Préparation Agrégation interne

Topologie de R. L’espaces fonctionnels %(|a, 0], A)

Dans toute la suite A et B sont des sous ensembles de R.
A+B={r+y,zecAyecB}
% ([a, b, A) désigne I'ensemble des fonctions continues sur [a,b] a valeurs dans A
% ([a, b)) désigne I'ensemble des fonctions continues sur [a,b] a valeurs dans R
Si E et F sont deux espaces vectoriels, f € Z(F,F) désigne I'ensemble des applications
linéaires de F dans F. Z(F) désigne I'ensemble des endomorphisme de E
A désigne l'intérieur de A et A I'adhérence de A.
Ce sont respectivement le plus grand ouvert contenu dans A et le plus petit fermé contenant
A. (L’existence de ces deux ensemble est un petit exercice facile).
R sera munit de sa topologie habituelle. (On peut munir R de topologie un peu plus exotique,
ce sera utile pour des contres exemples...)
& V'ensemble des fonctions polynomiales définies sur R
On utilisera 1'abréviation evn pour espace vectoriel normé. Si x = (z1,x9, -+ ,x,) € R™, on
pose :

L lzllec = sup |z
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Compacité

On se place dans le cadre d’un espace métrique (E, d)

Définition-Borel-Lebesgue

Un sous ensemble A de E est compact si et seulement de tout recouvrement de A par des
ouverts on peut en extraire un recouvrement fini.
Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. A est compact

2. De toute famille de fermés d’intersection vide, on peut en extraire une sous famille finie
d’intersection vide

3. De toute suite d’élément de F, on peut en extraire une sous suite convergente

Propriétés
1. Un compact est fermé et borné

2. Si E est un evn de dimension fini, les fermés bornés sont compacts
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3. Soit f continue de (F,d) dans (E’, d’) alors I'image de tout compact de E est un compact
de E".

4. Corollaire : Soit f de (F,d) dans (E',d’), Soit A un compact non vide. Alors f est bornée
sur A et atteint ses bornes sup et inf

5. Tout fonction continue sur un compact est uniformément continue.

Mots clés :
— Ouverts/fermés
— Borne sup, borne inf

— Compact(en particulier connaitre et utiliser I’équivalence Borel-Lebesgue/Bolzano-Weierstrass

dans un espace métrisable)

— Connexe

— Continuité (Différentes versions)

— Densité

— Espace Complet, espace de Banach
On rappelle le théoréeme de Weierstrass sur 'approximation de fonctions continues :

2 est dense dans (€ ([a,b], A), ||.||oc)-

Liste des lecons pouvant étre intégré a ce cours (Topologie et Calcul différentiel des fonctions
de plusieurs variables) : 204-206-212-216-228-241-263-265-266

Liste d’exercices pouvant étre intégré a ce cours :414-415-431-452

Ces listes ne sont pas exhaustives.

L’objet de ce TD est de travailler la notion de convergence sous plusieurs formes. On re-
verra dans un premier temps la topologie de R. Les deux premiers exercices sont des exercices
d’échauffement.

Exercice 1. Citer plusieurs propriétés qui caractérisent R par rapport a Q
Exercice 2. Soit (u,)nen une suite de réel qui converge vers un réel £, démontrer les résultats
sutvant :
1. 57 u converge, elle est bornée
Si u est croissante majorée, elle converge
On suppose que u est majorée par M et que u converge vers £, alors { < M

Si u est strictement croissante et converge vers £, alors Vn € N, u,, </

Une suite d’entier qui converge est constante a partir d’un certain rang

Exercice 3. Equation fonctionnelle de Cauchy : L’objectif est de déterminer les fonctions
définies sur R a valeur dans R qui vérifient la condition L :

V(z,y) e R, flx+y) = f(z)+ f(y)

1. Déterminer toutes les fonctions continues sur R vérifiant L

2. Donner un exemple de fonction non continue sur R et vérifiant L
(Nb : On pourra remarquer que R est un Q — espace vectoriel et utiliser une de ses
bases).

Exercice 4 (Sous groupes de (R,+) ). On veut montrer que si G un sous groupe de (R, +)
alors il est soit discret (de la forme aZ avec a € R) soit dense dans R.
On considére P = {x € G,z > 0}.
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1. que peut-on dire si P =) ?
2. On suppose que inf P > 0, on pose alors a = inf P, montrer que o € G et G = aZ
3. On suppose que inf P =0, Montrer que G est dense dans R

Exercice 5. On pose H = {cosn,n € N}, f(z) = cosz et G = {n + 2mm, (m,n) € Z*} on
veut montrer que H est dense dans [—1,1].

1. Montrer que si g est une fonction continue sur B, et si A est dense dans B, alors g(A)
est dense dans g(B)

2. Montrer que G est un sous groupe de R et qu’il n’est pas discret

3. Conclure

Exercice 6. Vrai ou faux ? :
1. Si A et B sont ouverts, alors A + B est ouvert
2. Si A et B sont fermés, alors A+ B est fermé
3. Si A et B sont compacts, alors A+ B est compact
4. Si A est fermé et B compact, alors A + B est fermé

Exercice 7 (Uniforme continuité et théoreme de Heine ). On dit qu’une fonction f est unifor-
mément continue sur A si la condition suivante est réalisée :

Ve > 0,30 > 0,¥(z,2') € A |z — 2| < d = |f(z) — f(a')] <¢

L’uniforme continuité entraine évidemment la continuité simple.

1. Montrer la fonction carré n’est pas uniformément continue sur R et la fonction racine
carré est uniformément continue sur R*

2. Montrer que si A est compact, alors la continuité simple entraine l'uniforme continuité.

3. Soit f une fonction uniformément continue sur un intervalle ouvert |a, b[, démontrer que
la fonction f admet une limite en a et en b

4. Soit f continue sur [a,b], soit € > 0, montrer qui’l existe deuzx fonctions en escalier
définie sur [a,b] (Ie constante par morceaux) ey et e qui vérifient :

(a) e1 < f<ey
(b) / (es — e1)(z)dz € [0, €]

Exercice 8. Vrai ou faux ?

I.ANB=ANB 3 ARDB_AnD 5. CA=CA
_ — — /—;g o o ° —_—
2. AUB=AUB 4. AUB=AUB 6. CA=CA

Exercice 9. Démontrer que tout ouvert de R est réunion dénombrable d’intervalles ouverts

Exercice 10 (d’autres facon de converger). Soit u une suite définie sur N*, pour n > 0, on
n

poSe v, = — Zul Si la suite v converge, on dit que u converge au sens de Cesaro
i=1
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1. Montrer que si u converge au sens usuel vers €, alors elle converge au sens de Cesaro
vers £

2. Etudier la réciproque

3. On dit qu’une fonction f est continue en xy au sens de Cesaro si pour toute suite u
convergeant vers xy au sens de Cesaro, f(u,) converge vers f(xo) au sens de Cesaro.
On dit que f est C-continue

(a) Démontrer alors que les fonctions affines sont C-continues sur R
(b) Démontrer alors que la fonction x — z* n'est pas C-continue sur R

(¢c) Démontrer qu’une fonction C-continue est continue (on pourra se contenter de la
continuité en 0, avec une fonction f qui vérifie f(0) =0, on revient au cas général d
Uaide changement de variables affine).

(d) Démontrer que seules les fonctions affines sont continues au sens de Cesdro

1
Exercice 11. n désigne un entier naturel strictement positif. Si f € €[0,1], on notera /f
0
1
lintégrale /f(x)dx
0

on pose |l = [If1, Wl = sup 17 et 712 = [ 1

1
1. Montrer que pour tout élément f et tout élément g de €0, 1], /|fg| < | fll2llgll2-
0

2. Montrer que ||.||1, ||-lloo, ||-]]2 sont des normes sur €10, 1].

3. Démontrer que Vx € €[0,1], ||z]1 < ||z]l2 < |2l

4. Soit f, la suite d’éléments de €[0,1] définie par f,(x) = x"
(a) Caleuler || fully et || fulloo

(b) Montrer que f, est une suite convergente dans (€ ([0,1]), ||.]|1) et de (€([0,1]), ||-]]2),
mais ne converge pas dans (€'[0, 1], ||.]|l«). Pour le second point, attention au raison-
nement, on pourra par exemple calculer || fr, — fonlloo

(c) |I.|lx et ||.||c sont-elles des normes équivalentes ?
5. ||.ll1 et |||z sont-elles des normes équivalentes ?
6. Démontrer que (€[0,1], ||x||) est un espace de Banach

7. Démontrer que la boule unité de (€[0, 1], ||z||«) n'est pas compact (Sans utiliser le théo-
réme de Riesz!!!)

8. (¥[0,1], ||x||1) est-il un espace de Banach ?

9. On appelle oy lapplication définie sur €[0,1] par do(f) = f(0)
(a) Vérifier que &y est linéaire
(b) 0o est-elle continue pour ||.||s ¢

(c) 6y est-elle continue pour ||.||;.

Exercice 12. Démontrer que €([a,b],R) est séparable

4
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Exercice 13. Soit f une fonction continue vérifiant pour tout Polynome P,

1
| f@)P@ =0
Montrer alors que f est nulle

Exercice 14 (xx). On appelle €¢ 'ensemble des fonctions continues sur R a support compact.
On définit sur 6¢ Uapplication F par

F(N) = [ Feea

1. .Z est-elle a valeurs dans %¢ 7 Si ce n’est pas le cas, déterminer un espace fonctionnel
dans lequel .# prend ses valeurs.

2. 7 est-elle injective ?

Exercice 15 (x*). Soit A un sous espace propre d’un espace vectoriel normé E. Montrer que
A = 0. Montrer que A peut étre dense dans E.

Pour I'exercice suivant, vous pourrez utiliser le résultat suivant :

Si .o/ est un anneau et .# un de ses idéaux, alors :
S maximal <= o/ | est un corps

Exercice 16 (xx*). . Soit & un idéal mazimal de € ([0, 1]).
On veut montrer qu’il existe a € [0,1] tel que & = {f € €([0,1]), f(a) = 0}.

1. On pose I, = {f € €([0,1]), f(a) = 0}. Montrer que .7, est mazimal.
2. Soit Z un idéal propre de € ([0, 1]), montrer qu’il existe a € [0, 1] tel que Vf € 7, f(a) =

0}
On Pourra raisonner par Uabsurde et s’intéresser a | )  f~'(RY)
fe€((0,1])

Exercice 17. Soit E un evn, démontrer l’équivalence :
E est un espace de Banach <= toute série normalement convergente est convergente

Exercice 18. Soit f € Z(RP, RY). Montrer que f est continue.

Exercice 19. Que peut-on dire (Sont-ils ouverts, fermés, compacts ?) des sous espace de #,,(R)
sutvants

1. GL(n,R)
2. SL(n,R)

Exercice 20 (xx). Soient (E, ||.|) un Banach, u € Z(E, E) continue. Montrer que si ||lu|| <1
alors Id — u est inversible.

Indication : Généraliser 1 =l+z+a”+..
-z
Exercice 21 (x* ). Soit ¢ {G’L(n, R)UC A (R) j '//2“<]1R> Montrer que ¢ est continue



